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SULLA SCIE.\ZA DELLO SPAZIO ASSOLUTAMENTE VERA , ED INDIPENDENTE 
DALLA VERITÀ O DALLA FALSITÀ DELL’ASSIOMA XI DI EUCLIDE (dlAMMAI 
DA POTERSI DECIDERE A PRIORI). 


I-EE 

«lOVAIVIVI BOliYAI 

(Vcriionc dal latino) (1) 


Spiogasione dei segni. 

Dinoti 

...nb... , il complesso di tuli' i punti situati in linea retta con i punti a, b. 
ab. . . , quella metà della retta ...ab... bisegata in a, che comprende il punto b. 
...abc ... il complesso di tuli' i punti, che sono nello stesso piano con i punti a,b,c 
(non posti in linea retta). 

abc . . . , la metà del piano... «Ac... bisegato da ...ab..., clic comprende il punto e. 
abc, delle porzioni , nelle quali ...abc... è diviso dal complesso delle rette 
ba..., bc..,, la minore; vale a dire l'angolo di cui ba..,,bc... sono i lati. 
abed, (se (/sia in abc, c,..ba..., ...cd... non s'incontrino) la porzione di abc 
compresa tra ba... , bc, cd...; bacd poi la porzione del piano ...abc... 

posta tra ...ab cd... 

I_ , perpendicolare. 

R , l'angolo retto. 

ab\jcd, cab=acd. 

= , congruente (*). 

x/-,a , X tendere al limite a. 

(*) Ci aia tecito , con questo seguo , col quale il sommo Geometra Gauss dinoti'i t Nu- 
meri congrui , iudicare anche la cougraenza geometrica ; non essendovi a tornerò da ci6 
alcuna ambiguità. 


(t) Diamo qui la traduzione fedele della importante Appendi! di Q. Bolyoi tratta dal- 
opcra di W. Bolyai, Tentamen juHnlutem tludiotam etc. Haros Vàsàrbell 1832. 

Per convenienza tipografica si sono mutati solamente, o tralasciati alcuni dei segni naati 
dall' Autore. Si sono poi adoperate le abbroviazionl per.r e cir.r per dinotare la perife- 
ria e la superficie del circolo di raggio r. 

Per inavvertenza dell’ incisore le lettere apposte alle figure sono maiusooie, mentre nel 
testo sono minuscole. — Q. BaTTAOUNi. 
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§ 1.(Fig.1).Sela retta am... non la incontri la retta 6n... dello stesso piano, ma 
*a incontri ogni retta A;»... (in aòn) , si dinoti ciò con A» 1|| am. È manifesto darsi 
j taie retta An...,cd xtna sola, per ogni punto A (fuori di am...), ed 
I s essere Aam+aAn non >2K ; infatti fatta girare Ac intorno’a A 
sino a che sia Aam-i-aAc=2K, la retta Ac... una prima volta non 
incontra am, ed è allora Ac||| am. Inoltre è chiaro essere A« 1|| cm, 
dovunque sia e in ...am... (.supponendo in tutti questi casi essere 
am>ae]. E se, allontanandosi il punto c in am... all’infinito, sia 
sempre cd=cb, sarà sempre. c(/A=(cAd<nAc); ma nAc^O, adun- 
que anche ndbi'-iO. 

S 2. (Eig. 2). Se Ali ||| am, è anche en ||| am. Infatti sia d ovun- 
que in macn. Se c sia in An..., Ad... incontra am... (per essere 
An III a»n), e quindi anche cd... incontra am... ; se poi c sia in 
bp..., sia A^lllcd: cade bg... in (aAn) (§ I), ed incontra am..., 
quindi anche ed.. .incontra am... Adunque qualunque retta cd..’. 
Jg (in acn) incontra, neiruno e nell'altro caso, am..., mentre cn... 
non incontra am... É dunque sempre cn ||| am. 

§ 3. (Fig. 2). Se tanto Ar quanto cs sia ||| am, e c non sia in br... , allora Ar..., 
cs... non s’intersegano. Poiché se Ar..., cs... avessero il 
punto d comune, (per g 2) sarebbero dr e de entrambe ||| am, 
e cadrebbe (g I) ds... in dr ... e c in Ar... (contro l' ipotesi). 

§ i.(Fig.3). Se man>mab, per ogni punto A di ab... si 
dà tale punto c in am,.., in modo che sia bcm=nam. In- 
fatti si dà (per g I) bdai^nam, c quindi mdp=:man, e cade 
A in nadp. Adunque se nam si porti lungo am, sino a che 
an... pervenga in dp..., biso»ia (^’una volta an... passi 
per A, e sia un bcm=nam. 7 / 

§ 5. (Fig. I). Se bn |||am, si ad tale punto f in ...am..., 
in modo che sia/mVAn.Infatti (per g I) si dà Acm>cAn"c 
se ce—cb, c quindi ec\/bc, è manifesto essere bcm<Ccbn. 

Si muova p lungo ec, e si chiami sempre tt l'angolo Apm, 
e e l'angolo pAii; è chiaro essere u prima minore del suo 
simultaneo ». e poi divenirne maggiore. Cresce inUnto u 
da Acm sino a bem coMinuamente, mentre (per g 4) nessun angolo si dà >Aem e 

<^bcm, al quale n una volta non sia eguale; simil- 
mente decresce » da cbn sino acAn coniftuamentc r 
si dà adunque in ec tale /"in modo che slaA/iiisi/An . 

g 6. Se bn ||| am, e sia ove si voglia e in. ..am..., 
e p in ...A»..., allora gB|||cm cd em\\\gn. Infatti 
( per g I) è A» III cm , e quindi ( per g 2) gn ||| em. 
D'altronde se fm\Jbn (g 5), allora mfbn=nbfm, e 
quindi (essendo An ||| /’m) anche /'m |1| An, e ( per le 
cose precedenti) em ||| gn. 
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5 7. (Fig. 4). Se tanto bn quanto cp sia ||lai«, e c non sia in ...in..., è anche 
i>»lllf/i. Infatti ...4»..., , non s’ inlcrsegano (§3); sono intanto ain, bn, cp o 
in un piano, o no, e noi primo caso am è o non è 
in bncp. Se am, bn, cp siano in un piano , ed am 
cada in bncp, allora qualunque bq... ( in nbc) in- 
contra ...am... in un punto d (poiché 4»Hlam); 
d’altronde essendo dm |j| cp (per S 0), è chiaro dq... 
incontrare c/)..., e quindi essere in HI c/>. Se poi 
in, cp siano dalla stessa parte di am, allora una 
di esso p. e. cp cade ira le due rimanenti ...bn..., 

...am.., ; qualunque ii/... (in nba) intanto incon- 
tra am..., cquindi anche cp... fi dunque in ||| cp. 

Se mab, mac comprendano un angolo; allora cbn 
con ain, se non in..., am... poi (in ain) con in..., 
e quindi ttic anche con am..., nulla hanno di co- B 
mime. Per qualsivoglia bd... fin nba) intanto condotto bcd... esso incontra i 
poiché (per in |[| am) bd... incontra am... Fatto gi- 
rare icd... intorno aie, finché per la prima polla 
lasci am..., da ultimo cadrà bcd.. .in ben... Per la 
stessa ragione cadrà il medesimo in bcp..., cade 
adunque in in ic/j. 'D’altronde se ir (H cp, allora 
(poiché anche am HI cp) per simile ragione cade br 
in barn, non che (per ir ||| cp) in bcp. Perciò ir. .. 
comune ad mab,pcb, é appunto la in..., c quinii^ 
in|||cp(’). 

Adunque se cp HI am, e 4 sia fuori. ..cam...,rin- 
terserione di iam, icp j *Q^^ia ia,.. è HI tanto ad ^ 

am quanto a cp. - ’ ^ • 

Yi § 8. (Fig. 8). Se sia in ||| t^cplfi più brevemente in ||| V v) > 
biseghi la retta bc | mente, allora in|||«m. poi- 

ché se in.i. incontrasse am,..-, anche cp... in 
centrerebbe om... nello -stesso punto (essendo 
mabn=macp), il quale sarebbe comune a in..., 
cp..., quantunque siain ||| cp .*Ora qualunque bq... 

(in c4n)inconti\cp...,quim(j iiy... incontra anche 
am... Per conseguenza in i|| am. 

S 9. (Fig.O) Se in HI am, map\_jnab, c l’angolo 
che fa nbd con nba (da quella parte di main''in 
cui è map ) sia <R, allora map ed nbd s’ interse- 
gano. Infatti sia iam=R, ac|_in (sia che c ca- 
da o no in i) c cc| bn (in nid...); sarà (per 

!*) PremOBSo il cuo 3% i dno primi, a somiglianza det caso 3° S 10 piò brevemente e 
pia elegantemente possono siiunltancamento essere stabiliti. 

à 
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ipo.)aee<Ri cd in are. Sia ap... T intersezione di ahf... ed amp.. 

(die liaiino il punto a eomiine); sarà hap=ham—ì{ (essendo liam\_jnap). Se infine 
si ponga ahf... in abm... (rimanendo fissi a e 4), eadrà ap... in am, cd essendo 
ar|_4n ed a(<iac, è chiaro a/’ terminarsi alt indentro di hn..., c quindi 4/ cadere 
in a4n. Incontra intanto 4/'... la ap... nell'attua/e posizione ( poiché 4n ||[ am) , e 
quindi anche nella posizione pnmiVira, ap... e hf... s’intcrscgano, cd è il punto di 
intersezione comune ad map... ed nbd..., adunque map... cd nbd.„. si segano 
scambievolmente. Segue facilmente da dò map . . . ed nbd... intersegarsi , se la 
somma degl' interni, che fanno con mabn, sia OìR. 

§ iO. (Fig. 7) Se tanto bn quanto ep sia H| \Jam , è anche 4n Ij) \Jcp. Infatti 
mah ed mac o fanno un angolo, o sono in un piano. 

Nel primo caso; hiseghi ...yd/’... la retta 
a41_mcnte ; sarà dr/[_a4, c quindi dry ||| am 
(ÌS 8); similmente 8C...rrs.. |hiscghi la retta 
aeL_mente, è fr||| am, onde dq |]| er (S 7), 
Facilmente segue da ciò (per S 9),...qdf... 
cd ...eri.. .intersegarsi, e la sezione ...fs... 
essere ||| dq ( SS 7 ), c, per 4n |!| dq , essere 
anche fs !i| bn. È d’altronde (per ogni punto 
di ...fs...) fb=fa=sjc, e cade ...fs... nel 
piano... tj/'.., che Insega la retta 4c[_mcnte. 
K poi ( per S 7) ( essendo fs ||| bn ) anche 
gt ;114n. "Vello stesso modo si dimostra es- 
sere gl Ili cp. Frattanto gl bisega la retta 
4e(_mente, e quindi tgbn^itgep (§1) e 
4» 111 ycp. 

Se bn, am, cp siano in un piano, sia (cadente fuori di onesto piano) fs ||| \/am', 
allora (per le cose precedenti) fs\\\ V tanto a bn quanto a cp , e quindi anche 

4n|liVcp- 

$ 1d.II complesso del punto a, c di lutti i punti, di cui ciascuno 4 è tale, che 
sesia 4n|||am, sia anche hn\Jam, si dica F; la sezione poi di F con ogni pia- 
no contenente am si chiami L. In ogni retta, che è |i|am, F ha un punto, ed un 
solo ; ed è chiaro I. essere divisa da am in due parti congruenti; si dica am... 
l'asse di L; è manifesto ancora, in ogni piano contenente am, per l’asse am... 
d.arsi un solo I.. Ogni I. di tal fatta, si dica 1’ L di am... (intendendo nel piano di 
cui si tratta). K evidente, per mezzo della rivoluzione di L intorno ad am, de.scri- 
vensi F, di cui am... si chiami I' asse, e viceversa F si attribuisca aitasse am... 

5 12. Se 4 sia ove si voglia ncll'I. di am..., c bn !i| \/am (S II), allora IL di am... 
c l’L di bn... coincidono. Infatti dicasi l'I. di bn... per distinzione l, e sia c ove si 
voglia ili l, cp III \/bn (5 1 1); sarà (essendo bn IH \/am] cp (H \/nm (j 10), c quindi c 
cadrà anche in L. E se c sia ove si voglia in L, c cp ii) V®"*< allora cp \ . V^u(510), 
c c cade anche in f (S 1 1). AdunqueL cd l sono la stessa cosa; cd ogni 4n... è anche 


S 
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asse eli L-, e tra tutti gli assi di L, vi è V- stesso per F in simil modo è ma- 
nifesto. 

S 13. (Fig. 8). Se Im III a»i, cp i|| iq, e sia éam-t-a4n=2R , sarà anclie dep-{- cdq 
=211. Sia infatti ca=ei,cd efm=dcp 
(5 4); sarà (essendo bam-halin=.ìl\ 

= abn+ahg] ebg=e'af, e quindi se 
sia anche bg=af, {n.ebgz. tri. cu/ , 
beg=zatf, c cadrà g in ...fe... K 
inoltre gfm+fgn=ìì\ (poiché egb 
=efa). K anche f/n I" /(« (J 6), .sic- 
ché se mfrs=- pedq, allora re |j; 7» 

(S7), ed r cade in o fuori /7(sec<i | |'Jb | | | 

non è ~fg , nel qual caso già la 
cosa é manifesta). 

I- Nel primo caso é frs non J 
>[ÌR—r/m=fgn] , poiché rs ||| fm ; ma essendo rs (H gn, é anche frs non <_fgn ; 
adunque /rc=/j,«. cd rfm+frs=gfm-\-fgn=.'ì^. Sicché anche dcp-t-c</7=2R. 

n. Se r cada fuori fg , allora n7r=m/r, e sia mfgn=nghl ~Mo,e cosi di se- 
guilo sino a che- diventi /*=, 0 per la prima volta >/r. Èqui ào!|| AflU/in (§7). 

4 cada in r. allora 4o cade in w(iSl), perciò rfm+frs=kfm+fko=kfm-^-fgn 
— -I ; se poi r cada in hk, allora (per I.) è rhl-hkrs=%R=rfm-i-frs=ilcp-i-cdq. 

s 4 . Se bn |J| o»j , cp ||| dq, c sia iam-f-ai«<2R , allora anche dcp+cdq<iR. 
Infatti se dcpH-cdq non fosse <. e quindi ( per S 1) fosse=2R , allora (per *13) 
sarebbe anche éam-4-uin=2R (contro l’ ipo.). 

* *'®'**''^''ati i SS 13 c 14; Il sistema di Geometria, fondalo sult ipotesi delta 

verità deir assioma XI di Euclide dicasi 2, ed il sistema costruito nelP ipotesi con- 
traria sia S. Tutto ciò, che espressamente non si dica essere in 2 0 pure in S, s'in- 
tenda essere enunciato assolutamente, vale a dire asserirsi vero , sia che valga l 0 
pure S. . * 


«K 


S 46. (Fig. 5, pag. 09). Se am sia asse di un I,, allora L in 2 è la] retta am. 
Infatti sia da qualsivoglia punto A di L l’asse A»; sarà in£,Aain-|-aAns.-3Aam=2R, 
perciò Aam=R, E se c sia un punto qualunque in ...ab..., e cp ||| aw , è (per S 13) 
cp\/am, e quindi c in L (J 1 1). 

In S al contrario 3 punti qualunque a, A, c di L 0 di F non sono in linea retta, 
n alh alcuno degli assi am, bn, cp ( p. e; am ) cade tra i due rimanenti, ed allora 
tper S 1 4) tanto barn quanto cam <R. 

Ìì 17. In S è anche L una linea, ed F una superficie. Infatti (per 811) ogni pia- 
no L all asse am... (per un punto di F) sega F secondo la periferia di un circolo. 
Il di CUI piano (per S 1 4)a nessun altro a.ssc bn... è L- Giri F intorno a bn, reste- 
rà (per 8 12) ogni punto di F in F, c la sezione dì F col piano non I a bn... de- 
scrive la superficie ; ora F (per 8 12) qualunque siano i punti a, A in essa , può 


M 
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coincidere con se stessa, in modo che a cada in b; è adunque P superficie unifor- 
me. É chiaro quindi (per 5 11 c 12) L essere line» unifornw {*). 

§ 18, (Fig. 7, pag.100). Di ognipiano, condotto pel punto o di F nhbliqiiamente 
all’asse am, la sezione con F in S è /a periferia di un rirco/o, Infatti siano a, b, ciré 
punti di questa sezione, c bn,'cp assi; faranno ambo, amep un angolo, poiché altri- 
menti il piano (pel 8)1 6) determinato da n,/i,c conterrebbe la no» (contro Tipo). Adun- 
que i piani biseganti le rette ai,ac(_mcntc s'intcrsegano(810j in un asse /i-...(di P), 
ed fb=fa=fc. Sia ahi fs, e si rivolga /oA intono ad fs; descriverà a la periferia 
di raggio ha, la quale passa per A e e simultaneamente è situata in F cd in ...abc 
né F cd . ..aAc.. .oltre di per. ha hanno altro di comune (8 1G|. £ chiaro ancora 
dall'estremità della porzione fa della linea L (come raggio) fatta girare in F intorno 
ad / descriversi la stessa per. ha. 

8 19. (Fig. 5, pag. 99). La [_A< aH'asse bn di L (posta nel piano di I.) è in S tnii- 
^rnte di L. Infatti L non ha in ...At... altro punto oltre di A (8 I i), se poi cada in 

tbn allorail centro della sezione del piano per Ai/, | a tbn, con l’F di bn ... nianif c- 

stamcDtc si trova in bq.„, c so bq sia il diametro, é chiaro bq ... incontrare in e la 
line^LdiA».,. 

8 20. Da due punti qualunque in F la tinca L é dctermioata(8 1 1 e 18], ed (es- 
sendo per i J Ide 19. 1. | a tutti i suoi assi) ogni angolo L lineo in F è = all’an- 

golo dei piaui, eoudotti per i suoi lati. [_mentc ad F. 

821 -(Fig. 0, pag. 99] due linee L formi ap,,.,hd... nello stesso F, che fanno con la 
terzaL forme aA la somma dcgrinicrni <2R, s'intei-scgano (intcnlcndo pcr,...a/i... 
in F l’L condotto per a cp, per ap.^. poi quella sua metà che comincia da a nella 
quale cadep). Infatti se am, An siano assi di F, allora amp.. .And... si segano scam- 
hievolmentc (89), cd F iacoutra la loro sezione (per i 8 ed 1 1), c quindi anche 
ap..., bd... s' intersegano. 

Si fa manifesto da ciò, l’assioma XI e tutto ciò , che in Geometria ed in Trigo- 
nometria piana si asserisce, valere assoluta- 
mente in F, in vece delle rette sostituendo le 
lince L: perciò le funzioni trigonometriche’ si 
prenderanno in apprc,sso nello stes.so senso che 
lianno in I ; e la periferia del circolo, il di cui 
raggio L forme in F è =r , è =2rr , e si 
milmcntc cir.r (in F)=a'r*(pcr t intendendo 

j per 1. in F, 0 sia il noto 3,l41ò926. . .). 

8 22. (Fig. 9). Se ...ab... sia I' L di ...am, c 
c in ...am..., c l’angolo cab ( formato dalla 
retta ...ani... c dalla linea L forme ab...) si 
porli prima lungo ab..., c poi lungo ba... seni- 

(*) Non è necesasrio rc«trinf?cro 1* dimostrnzlono ad S, cusndo facile esporla in modo, 
che valga assolntameotc (per S o £). 
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pre di seguilo all’infinito, sarà la via ...cd... di c la linea L di cm... Infatti (c[uc- 
st' ultima detta f) sia un punto qualsivoglia d in ...cd..,, dn ||| cm, c à il punto di L 
clic cade in ...dn...; sarà hn\/am, cd ac=hd, perciò dn\Jcm, c quindi d in l. 
Se poi d sia in l c dn ||| cm, c h sia il punto di I, comune a ...dn...; sarà am\/hn c 
cm'^dn , onde manifestamente bd=ac , e cadrà d nella via del punto c, e sono 
/ e ...cd... la stessa cosa. Si dinoti tale l con 1 1| L. 

jì 23.(Fig.9, p.102). Se la linea Lformc cdf^ al>c (§ 22), cd ab=he, c siano ain... 
bn..., ep... assi, sarà manifestamente cd:=df; c se a, b, e siano tre punti qualun- 
que di ...ab,,., cd ab=n.cd, sarà anche ae=n.cf; quindi (evidentemente anche 
per ab, ae, cd incommensurabili) ab: cd:: ac : cf, è ab : cd indipendente da ab, 
c da oc del tutto determinato. Si dinoti questo rapporto, cioò ab: cd, con la lettera 
maiuscola dello stesso nome (facciamo con X) della lettera minuscola (p. c. 
colla quale ac è indicata. 

L 

5 21. Qualunque siano x cd y, è Y=X* ( J 23 ). Infatti o sarà uno degli x, jt 
multiplo dcU'altro (p. e. y di x), o no. 

Se y=nx; sia i=zacz=cg=gh ctc, sino a che sia ah=y; sia inoltre cd || gk || hi; 

ab /ab\^ 

sarà (S 23) X=ab: cd=cd:gk=gk: hi; e quindi » o sia ¥ =:X"=X:". 

Se x,y siano multipli di uno stesso i, facciaiho x=mi, ed y—ni; è (per le cose pre- 

1 t! 

cedenti) X=l“, Y=l“ , per conscguenz-a Y=X" =X* . Lo stesso facilmente si c- 
stcnde al caso dell’ incommensurabilità di x ed y. Se poi sia g—y — x , sarà evi- 


dentemente Q=¥:X. 

É manifesto inoltre, essere in 2 per ogni x, X=l , in S al contrario X>1 , e per 
qualisivogliano db, abe darei tale cdf\\ abe, in modo che sia cdf=ab, onde sarà 
ambn=ainep, benché questo sia di quello un multiplo qualunque; il clic al certo è 
singolare, ma evidentemente non mostra 1 assurdità di S. 


S 2'i. (Fig. IO). In ogni triangolo rettilineo 
le periferie di raggi eguali ai lati cono Ira loro 
come i seni degli angoli opposti. 

Sia infatti o/»c=R, ed am| bac, c siano 

bn, ep III am; sarà c«ò| ambn, c quindi (essen- 

do cb[_b a) eb ambn , per conscgucnzaG|. 
cpbn[_ambn. Seghi l’Fdi cp... le rette ...òn..., 
...am... (rispettivamente) in d, e, c le strisce 
cpbn , cpam, ànam secondo le lineformi LQ.cd, 

ce, de; sarà (g 20) cde= all' angolo di nde, nde , 
e quindi =R; e per simile ragione è ced=zcah. 


M 



A/ì\ 

M 

/tAI 



E 
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È intanto (per §21) nel triangolo L lineo eed 

(supposto qui sempre il raggio =1) <!c;dc:=1 : scndecrri : scncaò. È anche (per 
8 21) ec: dc=per. ec: per.de (in F)=: per. oc: per.òc (§ 18); quindi èanche per. oc 
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pcr./«::t ;scnca/>, onde ciò che si è asscrilo si rende evidente per ogni triangolo. 

5 2<j. In ogni triangolo sferico i seni dei lati sono tra loro come i seni degli an- 
goli ad essi opposti. 

(Fig. 1 1). Infatti sia a/.'r=H, e ccdL faggio oa della sfera ; sarà ccdj aoh, e 

(essendo anche hoc\_hoa) cdj ob. Nei triangoli ceo, cdo 

poi è (per S ì6), per. ee: per oc: per <fc=sen eoe;! :scncod 
=5scn ac: Irsenéc; frattanto (S 25) anche per.ee: per, de 
=scne(/c:.scn ced. Sicché scnac; scnAcaascncde: scn ccd; 
ora è cde=K=cba,c ccd=cn/i.Conseguenlcracnte .scn ac: 
scnàc=l: sena. Da ciò discendendo la Trigonometria 
sferica , essa i stabilita indipendentemente dalt Assio- 
ma XI. 



S 27. (Fig. 1 2). Se, oe, bd siano |_ ab, e si porti cab lungo ...ab... , sarà( la via 
del punto e delta qui cd):ab=scnn: scn «.Infatti sia de (_ca; ò nei triangoli 
nde, ad/l (per §25) per. ed: per. ad: per. a/i=scn«: I : seno. Fatto girare Aoed intorno 
ad ac, si descrive per. ab da b, per. ed dad , e la via della detta ed si dinoti qui per 
cir.cd. Sia inoltre un poligono qualunque bfg... iserilto nel cir. ai; si produrrà dai 

piani condotti per tutt'i lati bf, fg 

etc. I acir.ai, nel cir. ed anche 

una figura poligonale di altrettanti 
lati ; c può dimostrarsi come del $ 
2.1, essere ed: ab=dh : hfssldt'.fg 
^ etc.c quindi dA“t-Aà,etc:i/‘-t-/(/, etc. 

= cd; ab. Ciascuno dei lati b/, fg... 
tendendo al limite 0 , manifesta- 
mente bf-t-fg. . . ^ per. ab , c db 
+lik.. .^per. ed. .Adunque anche 
per. ed; per. a/i=cd; ab. Era in- 
tanto per. ed: per. o/i=scntc sene. Per conseguenza rd: ai=sen u.scne. 

.Allontanandosi ac da bd all’infinito, rimane cd: ai, e quindi anche scnu: sene 
fi costante: ora ( 8 I), c se sia dm llj bn , , onde 

si ha cd: ai: : I : seiiJT. La detta via cd si dinoterà con 
cd II ab. 

S 28, (Fig. 13). Se in 111 Va'». « « • am..., c sia 

ac=®, sarà X (J 23) = scn!t;sene. Infatti se cd cd ne 
siano (_ in , e i/Lam , sarà (come nel § 27 ) per. bf: 
per. fd=scnii:scnr. É intanto evidentemente bf=ae , 
per la qual cosa per.ea:per.dc=senit;sene. Nelle super- 
ficie F formi di aine cm (che segano ambn in ab e cg) c 
poi (per§ 21) pcr.ca: per.dc=ai;cj=X. É quindi anco- 




ra X=scnu: sene. 
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5 29. (Kig. H). Se Aam=K, ab—y, e sia bn ||| am, sarà in S, Y=cot - u. Infalli 

« 

se sia ab— ac, e cp ||J am (e quindi bn il| \/cp) cpcJ=gcd, si dà (§ 19) tfi| ...ed...., 

in modo cdic sìa ds 1|| cp, e quindi (§ 1) di |l| cy. Se inoltre be i ...ds..., sarà (§ 7) 

ds 111 bn, e quindi {§ 6) bn ||| eg, o (essendo di |1| cg) bg ||| el ; per conseguenza (8 1) 
ebn—cbg. Siano rappresentali, bef dal I. di bn, ed fg, dh , ck ed el dalle linee 1, 
formi di ft, di, cg ed et; sarà evidentcmenlc (8 22) hg—df=^dkz=ike , sicché r 
3c/ì~2v. Similmente S 

è eliìaro essere bg= n M P 

ìbl=ìz. É poi bc=bg j / \ /f 

— cg , per lo elie y= / / y / 

J — e, e quindi (§2i) / / /I / 

Y=7.:V. È finalmente / / K / 

(8 28)Z=l:scni«, / / ^ /\ / // 

eV=l:sen(R-^«).y / / / \ 

per conseguenza V=: ?, ^ j ■ ( 

eot i , 1 . ; ^ ® 5 

8 30. (Fig. 15). K chiaro (pel 8 23) per la risoluzione del problema della Triyo- 
nomeiria piana in S c.sscrc necessaria l’espressione della periferia per mezzo del 

raggio; ciò può ottenersi con la rettificazione di L. Siano ab, cm, c'm'i ac..., e b 

ove si voglia in ...ab...; sarà (§ 25) senu : scn t=pcr.p : per.y, e scnu': sen t;'= 

, . ,, senu senu' , ^ , 

per.»:pcr.y ; quindi . pcr.u=- r. per. u . F. poi (per 8 2/) sene: senr = 

senu senr' 

, senu senu' 

costt : COSI! , per conseguenza . per.i/= per.y ; o sia per. y: per. y = 

cosu cosu ‘ 

tangu': tangu=langw: tangto'. Siano inoltre en, M' M 

c'n' III ab, c i:d , c'd' lince I.formi [_ad...aZ>...; sarà / s 

(8 21) ancora per. y; pcr.y'=r; r‘, c quindi r: r'= / / 

tangio; langic'. Fresca p, cominciando da a, al- / ^ 

l'infinito; allora tofHz, c w' , per lo clic / / ‘ 

anche r:r'=tangi ; tangz’. La costante r : lang,x / j y/y ■ 

(indipendente da r) si dica i ; mentre yr’^O, c y^'/ J' / ' 

( r itangtv . u ,/ //w/ ,P 

-= )/,1, e quindi ^ i. Dal 8 19 si / 2 / / ' 

W y ^ tangi ' / X J / ; 

ha tangxrz-iY—Y-'), adunque , 0 sia p V ? ^ , ' à 

2 1 — I \ — 
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Ora è noto, il limile ili questa espressione (quando i/^O) essere 
que 


; è diin- 


Ing.iial.l 

I ed 1= e =2, 7182818..., la quale insigne quanlilii qui anche 


log.nal. 

si presenta. Se dunque in appresso dinoti i quella reità , di cui sia ri=e , sarà 
r==itangr. Era inUnto (§21) por.y=s2rr, adunque è per.y=2TÌtangr=ri[Y-Y-') 

§ 31. (Fig. 1C). Per la risoluzione trigonometrica di tult' i triangoli rettilinei 

rettangoli (dalla quale discende la risolu- 
zione di tutt’i triangoli) in S , bastano 3 
equazioni: cioè (dinotando a, h i cateti, e 
r ipotcnusa , ed a, ^ gli angoli opposti ai 
cateti ) l’equazione esprimente la relazio- 
ne 1° tra a, e, a; 2" tra a, a, 0: 3" tra 
a. II, e: da queste le altre 3 si deducono 
con l'eliminazione. 

I. Dai §5 23 e 30 è 

r _c “ _« 

1 :sena=(r,-C-');(A— A"’)=(e'— c');(e '—e '), 
(equazione tra a, c, a). 

II. Dal 8 27 segue (*) (se sia 0m ||| Tfn} , cosa: scn^=1 : senu ; dal § 29 poi si ha 

^ 1 i ® 

1 :scnit=— (A-+-A”'); adunque cosa: scn/3=-(A-)-A'''/=- ( e~+e<) , (equazione Ira 
a. P. a)- 

III. Se oaLPanf, e siano jSp' CfTf'H oa’. (§ 27). c P'a'f'l^aa , sarà manifestamente 
(come nel § 27) 

^>2' 1 1 . . „ 

~ZZi — )' 



Tf 


SCI) Il 


per conseguenza 
0 sia 


^=i(B+B-). è ^=i(c+f.-';.: 

oca z cut « 


i (r.-t-C-'l=i ( A+A-' ). ^B+B-) . 


^ f if rt CI i 

« *-+-« ’=2 ( e >-t- e ’) (ir-f- e' ), 

(equazione tra a, li, e). 

Se ffl3=R, e sia ^3 _ aJ, sarà per.c: per.«=1:scna, e per. e: per. (d=g3)=1: 
cosa, quindi (posto per. per ogni x onde dinotare per. x. peri.) manifesta- 

mente pcr.a*-t-pcr.<i’=per.c*. È poi (por § 27 c II) per.d=per./<^ ( A -t A"') per 

(*j Si nmtino nella figura le lettere B e R' in P e 
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conseguenza (e* —e V^(c'-+-c ')’ (e ‘ — «*J* -f (e •— e *)*,a/<ra equazione tra[a,A,c 

(di cui il secondo membro facilmente si riduce alla forma simmetrica o mearia- 

hiU). Finalmente da-^^=^ (A-t-A”‘) , e (B+B~’), si lia (per 111) 

sen? i sena ì 

I ‘ -* 

cota. cotp=^ {«’-+-■«’), (equazione tra (a, fi, c). 

S 32. Rimane ancora a moslj-arc brevemente il modo di risolvere i problemi in 
S, il clic effettuato ( per gli esempii piìi ovvii) infine si dirà chiaramente ciò che 
questa teoria voglia significare. 

I. (Fig. 17). Siaoò... una linea piana, ed jf=/'(») la sua equazione (tra coordi- 
nate =), ed ogni incremento di x si dica dx, e si dinotino grmcrementi di x, y, e 
dcM'arca u , corrispondenti allo stesso dx , rispettivamente con dx , dy. da ; sia 

bh II c/" , c si esprima ( pel SS 31) per mezzo di y,c si cerchi il limite di tcn- 

dx dx 

dendo dx al limite 0, (il che si sottintenda nella ricerca di tal limite); si conoscerà 

qninili ancora il limite di ^ , c perciò tangAò;, e sani (essendo hhe manifesta- 
hh 

mente nc>> né <e quindi =R), la tangente in é di bg determinata per mezzo di y. 

li. Si può dimostrare , essere -7 -; — ! <1* ciò il limite di -7-, 0 quindi per 
rfy’-t-oA’ dx 

mezzo dell’ integrazione si trova x (espresso per *). E si 

può trovare in S I' equazione di una linea qualsivoglia 

data in concreto', p. e. di L. Infatti se am..., sia Tassa 

di L, allora ogni rò... condotta da am... incontrai, (poiché 

pel S 19 ogni retta condotta per a, ad eccezione di am... 

incontra L);è intanto (se bn sia asse)X=1:seneòn (§28), 

ed Y=cot j céu (8 19), onde si ha Y=X-i- V (X* — 1), 0 
z 

l * Ir 

sia e' —r'-\-\/ (e ‘ — 1), equazione richiesta. Sarà quindi 

— ^X(X* — 1)’, ma ^=1;scnA<;»=X, adunque ^z^(X*—l)“’; 1-t-^/,X*(X* 
(Ix dx oh uhr^ 

-1)-',^^X*(X«— 1)-’,e^(HX(X*-l),-l ^^^X'(X*-1)-*; onde con Tinte- 


G 

IT 

— 


N/ 

/ 

Y 

U 



X 1 


M 


grazione si trova :esi(X*— 11’= icofcén [come nel 8 30). 

III. Manifestamente^ ^^^^,il quale (se non è già dipendente da 1/) prima do- 
li* ' dx 

vrà esprimersi per mezzo di y, onde con l’integrazione si ottiene u. 
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K ); 

Se (Fig. i2) ab=sp, ac=q , e cd=r, e sia cabdes^, si potrà mostrare ( come 
d, 1 1 


in II ) essere j^r, il quale =-p (e' 
qq z 


-i. \ 

• e’), ed integrando *=- 5 pi (e — « ‘ )• Si 

può dedurre ciò anche senr.a integrazione. Esprimendo con equazione (per le cose 
precedenti) p. c. il circolo (pel § 31 , III), la retta [pel § 31 , II), una sezione conica, 
si potranno esprimere ancora le arce racchiuse da queste linee. 

È chiaro, la superficie 1 1 | alla figura piana p (alla distanza q], stare ap nella ra- 

1 ; 

gionc delle seconde potenze delle lince omologhe, 0 sia come - (0 -t-e')’-l-ln se- 
guito, la valutazione della solidità 
trattata allo stesso modo si vede 
facilmente richiedere due integra- 
-jj zioni ( poiché qui il differenziale 
stesso non si può determinare che 
con l’integrazione); e prima di tutto 
dovrà cercarsi il solido racchiuso 
dap e (, e dal complesso di tutte le 
f rette perpendicolari a p che con- 
giunguno i termini di p e /. Si tro- 
va questo solido (tanto con l' intc- 
I !l I 

grazionc quanto senza di essa ) =-pi[c ‘ — «M-t-lPV- 

O * 

Si possono determinare anche in S le superficie dei corpi , non che le cwrra- 
mre, le evolute c le evolventi di linee qualunque etc.Per ciò che riguarda la cur- 
vatura, essa in S 0 è quella di L, o pure si determina per mezzo del raggio di un 
circolo , 0 per la distanza da una retta di una curva ad essa || ; potendosi fa- 
cilmente mostrare per le cose precedenti , che oltre di L, delle linee circolari , 
c delle lince || ad una retta, non vi softo nel piano altre linee uniformi. 

IV.l'clcircoloc(come in 111) " ^pcr.x.onde 
dx 




(pel § 29) integrando si hacir.3'=r»[e‘ — 2-)-c']. 

V. Per l'area r(iAdc=u (Fig. 9) racchiusa dalla 
linea Lformc ab=r, dalla sua || cd=y, c dalle 
du 

rette ac,bd ) è 0 (§ 2i)y=rc •; quindi 

(integrando) M=n'(l — e ’ ). Crescendo x all’in- 
» 

finito, si ha in S, e ‘ ^0, onde Per la 

quantità di mabn, in prosieguo .s'intenda questo 
_ limite. Nello stesso modo si trova, che se p sia 
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una figura in F, lo apazio racchiuso da p e dal complesso degli assi condotti dai 
1 . 

termini di p, c=-pi. 

VI. Se l'angolo al centro del segmento J (Fig. IO) di una sfera sia 3«. U peri- 
feria del circolo massimo sia p, c l’arco fc (dell angolo «) =x sarà I: sen u=p. 
pcr.ic !§ 23), c. quindi pcr.ie=pscn«. Frattanto 

è = È inoltre ^^per.ic, 


ir' ir 

th 


P 

' 2a 


c quindi ( integrando ) 


1 =^^ — —— p’- Si concepisca l'F nel quale cade 
ir 

p (passante pel centro /"del segmento); si con- 
ducano i piani per af, ac 

ad F, celie l’iiitersegano in feg,cc] c si conside- 



rino r hformc cd (dac._ad/ey) e I' (.forine cf\ sarà ct[=n (§ 20), c (§ 21)— 

c quindi x=fd.p. Ha (§ 2I)p=r./i/j, perciòi=-ir./(/./'dy. Ora è(§ i\] fd.fdg—fc fc, 
per conseguenza z = rfe.fc=e\t.fc in F. Sia (Fig. li, p . 9) hj=cj=r\ sarà (§ dO) 
ir=i(Y — V"'), c quindi ’(§ 21 ) eir. 2r (inF) =tj* (Y— Y“' j*. É anclic(IV) 
cir.2y = !r(’(Y* — 2-t-Y'*); adunque cir.2r(in F)— cir.2i/, onde la superficie j del 
segmento sferico eguaglia uh circolo, descritto con la corda fc come raggio. (Juindi 

tuttala superficie sferica cìr. fg =fdg .p— -- , c stanno tra loro le superficie sfe- 

riche , come le seconde potenze delle loro periferie massime. 

VII. La solidità della sfera di raggio x in S si trova similmente eguale ad 

~ri^X* — X"’J— 2ri’x; la superficie generala dalla rivoluzione della linea cd 
^ I 

(Fig. 12, pag. 108) intorno ad ah—-rip{Q* — Q"*), ed il corpo descritto da cahdc 
I “ 

= - r»*p (Q— l't modo poi tutto ciò che da IV sin qui si i trattalo , 

anche senza integrazione possa ottenersi, per brevità si tralascia. 

Si può dimostrare, il limite di ogni espressione contenente la lettera i (c quindi 
fondala sull'ipotesi, che si dia i) crescendo i alt infinito esprimere appunto la quan- 
tità corrispondente peri (c quindi per l'ipotesi che non ri sfai), quando altri- 
•menti non tengano equazioni identiche. Si badi però che non s’intenda potersi ca- 
riare il sistema stesso (il quale è del tutto in se e per se determinato) ma solamente 
Y ipotesi, il che può farsi iuccmirawienfe , finche non fossimo condotti ad un as- 
surdo. Posto adunque, che in tate espressione la lettera i, pel caso se avesse luo- 
go S, dinoti quella quantità unica, il di cui S sia ==e , se poi effellicamente avesse 
luogo 2, s' intenda prendere il detto limite in luogo dell’ espressione : manifesta 
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inetilL' tutte le espressioni ottenute ncll'i/ioferi delta realità di S (in questo senso) 
ratgono assolutamente, benché del tutto sia ignoto, se sia o non sia 

Cosi p. e. dall' espressione ottenuta nel § 29 facilmente si ottiene (e tanto pe| 
mezzo della differenziazione, guanto sema di esso) il nolo valore per S di pcr.*= 

2c*; da I (5 31) convenientemente trattato segue l:scnx^:n; dall poi ^^^^=1 

senp 

c quindi a-(-/3=^n; l'cquazionoprinm in III diviene identica , c perciò vate per 2, 
(|uantunquc non (teiermini nulla in esso ; daWa seconda però nasce f*=o*-l-ò’. Le 
equazioni note fondamentali della trigonometria pinna in 2. Inoltre, si troveranno 
[ilal § 3'2) per Z l'arca ed il volume in IV, l'ima c l'altro -pg ; da IV. eir.» = ri*; 

(da VII) la sfera di raggio x,=r xx’ ctc. Sono anche i teoremi enunciati in fine di 

♦ 

(VI) manifestamente veri incondizionatamente. 

S 33. Rimane ancora ad esporre ciò che questa teoria voglia significare (come 
si promise nel § 32). 

I. Se I 0 pure un certo S effettiramente sia, rimane indeciso. 

II. Tutto ciò che è dedotto nell' ipotesi della /'a/si/ò dell'.^ssioma XI (sempre in- 
tendendo nel senso del § 32) vale assolutamente , c quindi in questo senso non si 
fonda sopra alcuna ipotesi. Si ha adunque una trigonometria piana a priori nella 
quale il solo sistema stesso rimane ignoto , c quindi solamente le grandezze asso- 
lute delle espressioni restano incognite , però un solo caso noto , manifestamente 
tutto il sistema rimarrebbe fissato. La trigonometria sferica poi è stabilita assoluta- 
mente nel § 2G(Ksi ha la Gcomctriadi F del tutto analogaalla Geometria pianainZ). 

III. Se constasse, essere Z, nulla a questo riguardo rimarrebbe altrimenti inco- 
gnito; se poi constasse non essere 2, allora (S 3l)(p. c.) con i lati », y e 1' angolo 
rettilineo da essi compreso, dati in ■concreto , manifestamente sarebbe impossibile 
in se c per se risolvere assolutamente il triangolo, vale a dire determinare a priori 
gli altri angoli, c la ragione del terzo lato ai due dati , a meno che non si determi- 
nassero X, Y, per lo che converrebbe in concreto avere un a, il di cui A fosse noto; 
ed allora » sarebbe l’uru'td naturale delle lunghezze (siccome e è la base dei loga- 
ritmi naturali). Se constasse resistenza di questo i, si mostrerà in qual modo possa 
costruirsi, con quella esattezza che si voglia. 

IV. Nel senso esposto in I e II è chiaro potersi trattare tutte le quistioni nello 
spazio col metodo analitico dei moderni ( tra giusti limiti grandemente da apprez- 
zarsi). 

V. Finalmente non sarà sgradito dai benevoli lettori , per quel caso in cui non 
sia Z ma bensi S , il costruire un rettilineo eguale ad un circolo. 

S 34. (Fig. 1 2, pag. 12) Da d si conduce dm ''' aia nel modo seguente. Si tiri da 
d,db\__an,s\ elevi, da un punto qualunque a della retta, ...oA...,ac[_a« (in dba], 
e si abbassi de\_ac; sarà per.ed: pcr.oA=l :scni (§ 27) quando sia dm i|| bn. Ora c 
se'iznon>l,c quindi aò non >>rfe. De.scritto adunque.il i|uadrantc col raggio 
eguale a de, col centro a in bar, avrà un punto b o pure o comune con hd... .Nel 
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primo naso minifnslamciilc r=U, nel secomlo poi sarà (8 23 ) (pnr.ao=pcr.nrf): 
per.ab—i:scnaolt, o qiiimli z=aoh. So adunque si faccia ; —ao4, sarà rfm]||in. 

J 33. (Fig. 18). .Nella supposizione di S, si conduce la retta |_ ad uno dei lati di 
un angolo acuto, clic sìa lij alFalIro, n:l seguente molo. Sia c sì pren- 

da ab=ac tanto piccolo (per § 191, clic se si conduca é»||| om (8 31) sia «/m> del- 
l'angolo dato. Si tiri inoltre 
ep 111 am ( § 3i) , c si facciano 
nl>q , ped entrambi = all'an- 
golo dato; bq...,cd... s’inter- 
spglicranno. Infatti , incontri 
Ì 7 ...(chc per costruzione cade 
in nhc) la cp... in e; sarà (per 
9»V cp]ebe<Zecb, onde ec<^eb. 

Siano ef=ec , efr~ecd,ed 
fs [Il ep; cadrà fs in bfr. Infatti 
e.ssendo bn cp.onde bn [ji ep, 
e bn'ìlfs, sarà (8 li) fbii+bfs<.(iR=fbn+bfr) sicebé bfs<bfr. Per la qual cosa 
fr... incontra ep e quindi anche cd... la eq... in un punto d. Sia nra dq^=dc , e 
dql=dcp=qbn ; sarà (cs.sendo ca\/tf<I) bn\j gl\J cp. Se della linea Lformc di bn, 
sìa k il punto che cade in !>q... (8 19), c kl un asse, sarà bn\Jkl, e quindi bkl^bgt 
=dcp; ma anche kl\Jcp, cade adunque k manifestamente in jr,ed è gl |{| bn Se ora 
ho bisega bc | mente, sarà costruita ho 1|| bn. 

8 30. (Fig. 10, p. 13). Se siano dati la retta cp... ed il piano... mai..., e si faccia 

eh ...mah, bn (in ,..ir/i...)i_ic, c cq |H bn (8 34) , si troverà l' intersezione dì ep... 

(se questa retta cade in ici;) con in... (in...cÌH...),e quindi con. ..mai.. .E .se siano 

dati due piani. ..per/. ...... mai..., c sia eh ...mab..., cr. ...pcq..., ed (in.. .icr...) 

in, he,e> er, cadranno in in ...mab,.., c cs \n...pcq...; c trovata (se si dà) l’ in- 
tersezione di ...bn..., ...cs.,,, sarà lai 

condotta per essa a cs,.. in peq. manifesta- 
mente l'intersezione di ...mah.. .j ...pcq..: 

§ 37. (Fig. 7). In :.. am.. Ili in si trova 
tale a, in modo che sia am\/bn , se (pel 
8 31) si costruisca fuori... nbm..,, g/]l|in, 

e si facciano hg gt,gc=gb, e cp ||1 ; 

sì conduca <gd... in modo che faccia con 
tgb... un angolo eguale a quello , che 
pea .. fa con pcb... ; si cerebi (pel 8 36) 
rintersezionc ...dq... di tgd... , nba... ; c • 
si tiri ba; dq. Sarà infatti per la similitu- 

dine dei triangoli Llincì prodotti in F (8 
21), manifestamente dà=flfa, cdnmV^n- 

Facilmente si vede da ciò (es.sendo da- X 
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In !c linee I. per te sole loro esiremilà) potersi trovare anche i teniiini ili una prò- 
poriione, quarto e midio , e tutte le costruzioni geometriche, che si eseguono in 
1 nel piano, in questo modo potersi effettuire in F senso i'Assivnia XI. Cosi p. e. 
4R si pud dividere geometricamente in un ccrto'numero di parti eguali, se questa 
divisione si può operare in I. 

1 

55 38. (Fig. 14 p .9 ). Se si costruisca (pel § 371 p- e. n//(/=-R,si tiri (pel >5 33) 

d 

in S a Isf... la l_ ani ||| 6n, c si determini (pel § 37) jm\/lin , sarà, se sia,;a=x , 

1 

(J 28) X=1: sei) -R=2, ed x geometricamente costruito. E si può này cosi valu- 
tare, che ja dilTerisca da i per meno di qualsivoglia quantità data non dovendo 

cs.serc che scn>i4f/=-. 

e 

55 39. (Fig. 19). Se siano (in un piano) pq ed st || alla retta »mi (§ 27) , ed ab, . 

cd^ ad mn siano eguali, manifestamente è (*) 

tri.dec^tri.Aen, e quindi gli angoli ec/i , ro< 
(forse mistilinci) sono congruenti, ed ec=ea. 

Se inoltre ck=ay, sarà Iri.acà tri.raj.c l'uno 
e l'altro è la metà del quadrilatero kaye. Se 
-?kayc , bay f stano rispetto ad ag due quadrilateri 
di tal falla, tra pq od s(, è manifesta la loro egua- 
glianza (rame presso Euclide) non che quella 
dei triangoli ayc, agli insistenti sulla stessa ay, 
ed aventi i vertici in ...pq... È d'altronde ack 
=-cay , ycq=cga , cd acjH-acff-l-5f'/=2R (§32) 
c quindi anche caj -t-ac 9 - 1 -rya= 2 R : sicché in ognuno di tali triangoli acy la 
.somma dei Ire angoli=2R. Sia clic in ay (che è |j »iu) cada intanto la retto 05 , 
o non, è manifesta f eguaglianza tanto dei triangoli rettilinei age, agli, quanto 
quella delle somme dei loro angoli. 

55 40. (Fig. 20). Triangoli eguali abe, ahd 
(d'ora innanzi rettilinei) che hanno untato 
eguale, hanno eguali le somme degli angoli. 
Infatti (**) divìda mn per metà tanto ac quanto 
he, e sia pq (per c) || mn; cadrà d 'tn. ..pq... 
Poiché se bd... incontri ...mn... nel punto 
e, c quindi (55 39). ..^ 7 ... alla distanza ef==^b, 
sarà tri. aie = tri. abf,o perciò anche Iri.oiJ 
-^Ut.abf, onde d cade in f\ 'se poi bd... non 

incontrasse.. .mn... sia c il punto, in cui la | 

hiseganle di ab incontra ...pq .,, e gs=ht in modo, clic ...si... prolungata incon- 
tri ...bd... in un punto k (e ciò potersi fare si rende manifesto come nel § 4); siano 




(*) Si ponga netta 6gura la lettera E al pniito d'incontro di AC con MN. 
(**) Sì ponga nella linea PQ della figura la lettera C invece di E. 
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iiiollrc si— sa, lo || st, di o l’inlersczìoiie i\\...bk... ci, .■lo..,: sarebhe allora Irì.ni/ 
=-lii.nAo (S 39) , c quindi tri.aAr>lri.aW(contro l’ipotesi). 

5 4-1. (Fig. 21'’. Eguali triangoli abe, def, hanno eguali le somme degli angoli. 
Infatti seghi mn per metà tanto ac, quanto he, del pari che pg tanto df quanto fe, c 
sia rs |! mn, e to |l pg; sarà la \__ag ad rs o -•= alla (_</A a lo, o l’una di esse p. e. 
dii sar<à maggiore: ncH'uno c l'altro caso pcr.d/col centro a, ha con ,..gs... un 
punto ft comune, e sarà (§ 39) tri.«6A =lri.«6c=tri.</c/'. É poi il tri.aàà ( pel § 40) 
eguiangolo al tri. dfe, c (pel § 

39) al tri.flàc. Sono adunque 
anche i triangoli abe, def e- 
quiangoli. 

Il) S si può anche interlire 
il teorema. Siano infatti re- 
ciprocamente i Iriangoliaòc, 
de/' equiangoli , c tri. bai = 
lri.de/: sarà (per le cose 
precedenti) l’uno equian- 
golo all'altro, c quindi anche il tri.abe al Iri.aW, onde manifeslamenlo si ha 
bcl-\-ble-^cbl-=ìK. Ma ( pel D3I ) la somma degli angoli di ogni triangolo in S è 
<C2H , cade adunque l in r. 

S 42. (Fig.22).Sc sia » il eomplcmenio a 211 della somma degli angoli del tri. aie, 
e V quello pel trì.def, è tri. aie: ;ri.de/=«: r. Infatti 'se ognuno dei triangoli acg, 
geh, lieb, dfk, kfe sia ==p, c tri. aie =m/), tri. de/=np, e sia s la somma degli angoli 
di ciascun Iriangolochc i'-^\ .sarà manifestamente 211 — u=nu — ■(m-l)2R=2R 
— m(2R — .«),cd «=m(2R —s), similmente e=«(2R— .»).Eadunqiic tri aie: tri.de/= 
Facilmente si vede e- 
stendersi eiò anchti al caso dcl- 
r incommensurabilità dei trian- 
goli aie, de/. 

Nello slc.sso modo si dimostra 
i triangoli sulla superficie sferi- 
ca stare tra loro come gli eccessi 
delle somme dei loro angoli sopra 
2R. Se due angoli del triangolo 
sferico siano retti, il terzo z sarà il detto eccesso; è intanto questo triangolo (detta 

p la periferia massima) manifestamente =—.^ (§ 32, VI); per conseguenza ogni 




triangolo, in cui l'oeecsso degli angoli = 


~Z, e : 


JUL 

U'' 


§ 43. (Fig. l.o). Già f area del triangolo rettilineo in S si esprimo per mezzo 
della somma degli angoli. Se ab cresca all’ infinito , sarà (S 42) tri. aie: (R — u— r) 

.3 
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costante. Ora ò tri.air^Aocn ( 5 32 V ), ed K — u — r^z (§ I) ; adiiiiquc l/acn: i = 
tri. aie: (R — » — r)=iae'?t';j'.É d'altronde maiiiroslaincnic Men'. Iid'c'n'=r:r'== 

.M'c'n langj' 

tangi;langi {§ 30). Por e ' > ”0" ' ’ P*^*' 

za Ado(i;iucn=tangi:i.Ki\i intanto (§ 32) i(/r»i=rt=i*tangj; è adunque bacn=xt' 
Detto in seguito brevemente X ogni triangolo in cui il complemento a 2R della 
somma degli angoli sia z, sarà perciò X =zt‘ 

Facilmente discende da ciò , clic se siano (Fig. 1 1) or ,j am, ed ro |i| ah , Carta 

compresa tra ...or,..,....*/ bc ..., (la quale manifostamcnlc è il limite assoluto 

delie arce dei triangoli rettilinei crescenti indcrinitamentc , vale a dire di a per 
i^2R). sia =at‘=cir.* in F. Indicando questo limite con £ì, sarà inoltre (Fig. 15) 
(pel 5 30) ar’— iìtang*j=cir.r in F (§ 2l)=cir.* (pel J32, VI) se la cordatesi 
chiami s. Se il dato raggio s del circolo nel pianoro pure il raggio I.formc del cir- 
colo in F)esscndo Insegato j mente, si costruisca (pel § 3i) db ||| \Jcn, abbassala la 

I eoa db, ed elevata la| em aro, si avrài, onde (poi § 37) tang**!, assunto un 

raggio Lformc a piacere per unità, po/r« determinarsi geometricamente per mezzo 
di due linee uniformi della stessa curratura (le quali , essendo date le .sole estre- 
mità, costruiti gli assi , manifestamente possono commensurarsi allo stesso modo 
delle lince rette, e sotto questo riguardo considerarsi come equivalenti alle rette). 

D'altronde (Fig. 23) s> costruisce un quadrilatero p. e. regolare =iì. (come se- 


'I 1 

pguc. Sia abc—H, bac—-\\, acb=- R, c bc=x\ 

olrà esprimersi X (pel§ 31,11) per sole radici 
quadrate , c pel (§ 37) costruirsi : ollenulo X (pel 
§38,0 ancora 29 c 33) può determinarsi lo stes- 
so X. È l'ottuplo del tri.aàc manifestamenle =0, 
c con ciò, il circolo piano di raggio s, per mezzo 
di una figura rettilinea, e di linee uniformi dello 
stesso genere (eguhalcnti alle rette, inguanto alla 
comparazione tra loro) geometricamente i gua- 
drato ; il circolo Fforme poi nello stesso modo è 
complanato; e si ha, o cero l'Assioma XI di Euclide, o la guadratura geometrica del 
circolo; bcncliè sin qui sia rimasto indeciso, quale di queste due cose veramente 
abbia luogo. Sempre che sia tang’* o un numero intero , o una frazione razionale 
la quale (ridotta alla più semplice espressione) abbia il denominatore o un numero 
primo della forma 2"-t-1 ( di cui è ancora 2=2»-t-l) o il prodotto di quanti si vo- 
gliano numeri primi di tale forma, in cui (eccettuato il 2, clic solo può occorrere 
quante volle si vuole) ciascuno occorre una sola tolta come fattore , per la teoria 
dei poligoni dell’illustre Gou** (celeberrima scoperta del nostro, anzi di ogni secolo) 
può anche trovarsi una figura rettilinea eguale ad ntaiig’*=cir.f ( e solamente per 
tali valori di z). Infatti la ditisione di ft (esteso facilmente il teorema del § 42 ai po- 
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lìgoni ([ualuiiquu ) iiianifcstamente richiede quella di 3R , la quale ( come può di- 
mostrarsi) unicamente posta la detta condizione può geometricamente effettuarsi. 
In tutti tali casi intanto le cose precedenti facilmente conducono allo scopo. E può 
ogni figura rettilinea convertirsi geometricamente in poligono regolare di n lati, se 
n cada sotto la forma Gaussiana. 

Resterebbe finalmente (per considerare completamente la cosa) a dimostrare 
la impossibilità (senza fare qualche supposizione] di decidere, se sia 2, o un qual- 
che S(e quale); il che però si riserva a migliore occasione. 


V 


C, 79573 
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